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中川　弘一
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概　要
　本稿では，熱場ダイナミックス (TFD) に基づき，外部磁場がかかった場
合の有限温度における 2 スピン系の量子エンタングルメントに影響を及ぼす
Zeeman 効果に関する研究が遂行された．この研究を遂行するために，競合的
外部磁場がかかった場合の 2 スピン系と非競合的外部磁場がかかった場合の 2
スピン系の，拡張された密度行列が計算され，古典的な熱揺らぎと量子論的
な揺らぎを分離し，その量子エンタングル状態の性質を従来よりも詳しく調
べた．このとき，その量子エンタングル状態が外場による Zeeman 効果の影響
を受けることが TFD のテンソル形式に基づき明確に説明された．
1. 序論
　量子力学 [1] には，特有の量子状態間の相関関係が存在し，一般には「量子
もつれ（エンタングルメント）」として知られている．近年，そのエンタング
ルメントは量子コンピュータおよび量子情報理論において重要な役割を演じ
[2]，また，AdS/CFT 対応にも応用可能であることが明らかになってきた [3, 4]．
それらの分野で注目されているエンタングルメント・エントロピーはエンタン
グルメントの強さを表し，量子スピン系のオーダー・パラメータとして用いら
れている [5, 6]．
　一方，熱場ダイナミックス (TFD) [7,9] を用いて量子エンタングルメントを
解析する方法が，参考文献 [10] において提唱され，参考文献 [11] においてそ
の適応可能性が検証された．この TFD を用いたエンタングルメントの解析法
2においては，二重 Hilbert 空間 ( 通常の物理的な Hilbert 空間とそのコピーのテ
ンソル積空間 ) 上で拡張された密度行列が定義され，参考文献 [10] ではそれを
簡単なスピン系の場合に計算し，解析が行われた．このときに，TFD に基づ
く解析法の利点は，形式的に拡張された密度行列の成分の中から量子エンタン
グルメントの成分だけを取り出すことができるということである．つまり，通
常の有限温度における量子エンタングルメントの成分を古典的な熱ゆらぎ成分
から分離可能であることが示された．また，参考文献 [10] では，平衡状態だ
けでなく，拡張された密度行列の TFD 形式の非平衡状態への適用可能性につ
いても議論された．参考文献 [10] においては，外部磁場を伴う平衡 2 スピン
系の場合に対して TFD の拡張された密度行列が求められたが，参考文献 [11]
において，拡張された密度行列から計算された，拡張されたエンタングルメン
ト・エントロピーでも，量子エンタングルメントの成分と古典的な熱ゆらぎ成
分が分離可能であることが示された．本論文では，平衡系に関する外部磁場を
伴う平衡 2 スピン系の場合に対して，テンソル形式に基づく TFD を用い，拡
張された密度行列をより詳細に調べてみる．その結果として，拡張された密度
行列の数値計算が行われ，参考文献 [10] の結果より広い範囲での結果が得ら
れた．
　さらに，参考文献 [10] の著者は，競合的な外部磁場に起因する，平衡 2 ス
ピン系のエンタングルメントに対するフラストレーション効果の簡単な例につ
いても言及している．彼等は，平衡系の拡張された密度行列を用い，外部磁場
とスピン相互作用が競合する場合と外部磁場を含まない場合を比べて，スピン
反転対称性の破れの部分的な回復と関連させて，この競合的な外部磁場の効果
がフラストレーション効果であると結論付けている．しかし，参考文献 [10]
では 2 スピン系しか扱われていないため，この効果をフラストレーション効果
と断定することは困難である．また，この議論は平衡スピン系でなされている
が，非平衡スピン系についてはなされていない．この外部磁場による効果は，
一般的には，Zeeman 効果として考えられているものであろうということが本
論文での主張の一つである．このように，本論文では，外部磁場と結合した平
衡系のエンタングルメントに対する Zeeman 効果が主題となる．そこで，本稿
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では，TFD テンソル形式に基づき，競合的な外部磁場と結合する場合と非競
合的な外部磁場と結合する場合の両方に関する，拡張された密度行列を計算し，
その双方の場合を比べ，量子エンタングルメントに対する Zeeman 効果を説明
する．
　本稿は次の通りに構成されている．第 2 節では，2 スピン系を記述するため
に必要なテンソル形式の説明に充てる．第 3 節では，そのテンソル形式を用い
て，外部磁場を含むハミルトニアンを構成し，エネルギー準位に Zeeman 効果
が現れることを示す．第 4 節では，TFD により拡張された密度行列を計算し，
その数値的な結果を示す．第 5 節では，TFD により拡張されたエンタングル
メント・エントロピーを計算し，その数値的な結果を示す．第 6 節は，結論と
議論に充てる．
2. 2 スピン系のテンソル積状態
　スピン演算子 が作用する 2 次元複素ベクトル空間
V の基底を とする．このとき， および の行列表
現は，それぞれ， 
(1)
である．
　2 スピン系の状態はこれらのテンソル積（Kronecker 積）⊗により構成される．
この 2 スピン系のテンソル積空間 V ⊗ V の基底
の行列表現は
　　
　　　　　　　　　　　　　
4    (2)
　　
　　　　　　　　　　　　　　
で与えられ，さらに， V ⊗ V に作用するスピン演算子  
の行列表現は
(3)
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により表すことができる．このとき， の間に交換関係
　　　　　　　　　　　 　                                               (4)
が成り立つことが分かる．ここで， で， は 3 階完全反対
称テンソルである． 
3. 2 スピン系のハミルトニアンとゼーマン効果
　z 軸方向を向く外部磁場 が結合した，2 スピン系のハミルトニアン
は
　　　　　　　　　                                (5)
で与えられる [10]．ここで， の場合には強磁性， の場合には反強
磁性を表す．
　外部磁場が競合的 (competitive) な場合 のハミルトニアンを
，および，非競合的 (non-competitive) な場合 のハミルトニ
アンを として，(3) 式を用いて行列表示をすると， 
　
        (6)
および，
              (7)
となる．
　次に，ハミルトニアンの固有値と固有状態を比べる．(5),(6) と (7) 式から得
6られる，外部磁場がない場合 のハミルトニアンの固有値を ,
外部磁場が競合的な場合 のハミルトニアンの固有値を ，お
よび，非競合的な場合 のハミルトニアンの固有値を
として，それぞれの場合の固有値と固有状態を書き下すと， 
　　　　　 　
                       (8)
　　　　　　　　　　
                                   (9)
　   
    (10)
となる．(8) 式から，外部磁場がない場合には の固有状態が三
重に縮退していることがわかる．この三重縮退は，競合的な外部磁場が
かかった場合の (9) 式では完全に解け，また，非競合的な外部磁場がか
かった場合の (10) 式では部分的に解けていることが確認できる．この
効果は一般に Zeeman 効果として認識されている．さらに，(8)，(9) お
よび (10) 式の固有状態には量子論的にもつれた状態 (entangled state) 
 が含まれていることも
分かる．
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4. TFD 形式による拡張された密度行列 
　(5) 式のハミルトニアンから，通常の平衡系に関する密度行列 は次式で定
義される．
　　　　　　　　　 　　　　　                                                    (11)
ここで，β は逆温度，添え字 α は競合的な外部磁場がかかった場合には “c”，
非競合的な外部磁場がかかった場合には “nc” を表し， はそれぞれの場
合の分配関数を表す．密度行列 を顕わに書き下すと，それぞれ， 
　　　　
         (12)
および
 
(13)
となり，ここで， および である．(12) およ
び (13) 式の密度行列 は に対応して， において実数値をとるこ
とがわかる． 
　2 スピン系を考える場合，TFD の二重 Hilbert 空間
において，拡張された密度行列 は 
8　　　　　
               (14)
で定義される [14, 15]．2 スピン系の場合， (13) 式の基底 と
は，それぞれ， と
と表される．さらに，注目する系 ( ここではスピン の方 ) の拡張された密
度行列 は，その他の系 ( ここではスピン の方 ) の自由度についてトレー
スアウトした，
　　　　　　　　　　
                              (15)
で定義される．この を具体的に計算すると，上記の基底
と を用いて ,
　
  (16)
と表すことができる．(16) 式中の係数 および はそれぞれが β と
H の解析関数になっている．また，拡張された密度行列 の成分として，係
数 と が 2 つの対角成分に， が古典的熱ゆらぎ成分に，および， が
量子エンタングルメント成分に対応している． および の表式は
複雑な関数になっているため，競合的な場合に対する数値的な結果を図 1 に，
非競合的な場合に対する数値的な結果を図 2 に示した．
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図 1　競合的な場合の および の温度依存性を
について示したグラフ． の領域は に対応している
ため，  での不連続性が生じている．
図 2　非競合的な場合の および の温度依存性を
について示したグラフ．この場合にも の領域は に
対応しているため， での不連続性が生じている． 
　 は量子エンタングルメントの強さを表す成分であり，ここでは，最も重
要な役割をするため，外部磁場の強さを変えてより詳しい図を，競合的な場
合に対して図 3 に，非競合的な場合に対して図 4 に示した．このとき，図 3(a)
と図 4(a) では，それぞれ， の場合に対応し， と表わした．
また，図 3 と図 4 の各図において， の領域はそれぞれ に対応し，
スピン相互作用の引力と斥力に対応する．
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図 3　競合的な場合に対する数値的な結果． の温度依存性を
( この場合， および に
ついて示した．
図 4　非競合的な場合に対する数値的な結果． の温度依存性を
( この場合， および に
ついて示した．
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5.  外部磁場と結合した 2 スピン系の拡張されたエンタングルメント・
エントロピー
　拡張されたエンタングルメント・エントロピーは，(16) 式の により， 
　　　　　　　　　　 　                                         (17)
で定義される [10]．ここで， はボルツマン定数である．(16) 式を (17) 式に
代入し，行列要素で書き下すと 
　　　　　　　　　　　　　　                  　　　                   (18)
となり，ここで，それぞれ 
　 　   (19)
および
　　　　　　　　　　　 　                                             (20)
である．(18), (19) および (20) 式から，拡張されたエンタングルメント・エン
トロピー は古典的熱ゆらぎの部分 と量子エンタングルメントの部分  
に分離できることがわかる．しかし，これらの具体的な表式は β と H (K と
h) の複雑な解析関数になっているため， と の数値的な振る舞いを，そ
れぞれ， の場合について，図 5 と図 6 に示した
 *1．このとき，図 3 と図 4 の各図において， の領域はそれぞれ
に対応し，スピン相互作用の引力と斥力に対応する．ただし，図 5(a)
と図 6(a) では，それぞれ， の場合に対応し， と表わした．
*1 後の議論から明らかなように， 付近で量子エンタング
ルメントに対する Zeeman 効果が顕著に現れる． 
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　図 5 と図 6 をそれぞれ図 3 と図 4 と比べて， は と相似な振舞いをす
ることが分かる．さらに，図 5 と図 6 より， と に共通の性質として，
高温極限が
　　　　　　　　　　　                                       (21)
となり，これは量子エンタングルメントが高温で消えるという一般的な性質と
合致することが分かる．
　次に，  近傍 ( 低温極限 ) での の振舞いは次の通りになる：
  (22)
図 5 と (22) から の場合に となり，この結果が量子エンタ
ングルメントへの Zeeman 効果が，縮退が完全に解けることと関連して，最も
顕著になる場合を表していることが分かる．
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図5　競合的な場合に対する数値的な結果 ． の温度依存性を (こ
の場合， および について示した．
図 6　非競合的な場合に対する数値的な結果 ． の温度依存性を
( この場合， および について示した．
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6. 結論と議論
　本稿では，TFD に基づき，外部磁場がかかった場合の有限温度における 2
スピン系の量子エンタングルメントに対する Zeeman 効果を考察した．この
とき，競合的外部磁場がかかった場合の 2 スピン系と非競合的外部磁場がか
かった場合の 2 スピン系の，拡張された密度行列と拡張されたエンタングル
メント・エントロピーが計算され，古典的な熱揺らぎと量子論的な揺らぎを
分離し，その量子エンタングル状態の性質を詳しく調べた．これらの結果は
図 1 ～ 6 にまとめて示されている．これらの図から明らかなように，量子エ
ンタングルメントを表す および は全温度領域で正定値をとる解析関数
として表された．また， および は高温領域でゼロになるという，量子
エンタングルメントが満たすべき条件を満たしていることが確認できた．さ
らに，低温領域で， の競合的外部磁場が結合する場合に
となることより，量子エンタングルメントに対する Zeeman 効果が顕著に
表れることが確かめられた．非競合的外部磁場が結合する場合については，
となるが，これは (10) 式で示されているよう
に，非競合的外部磁場により縮退が部分的に解かれていることによると考えら
れる．そのため， の値は， での値
や よりも小さい値であることが確認できる．
　以上のように，本論文では，TFD テンソル形式によって，平衡 2 スピン系
についての および の温度依存性から量子エンタングルメントに対する 
Zeeman 効果を議論した．一方，この方法は非平衡スピン系にも適用可能であ
ることが参考文献 [16] で指摘されている．[16] では，TFD 形式と散逸的 von 
Noumann 方程式 [12,13] を用いて，非平衡 2 スピン系の および の時間発
展が解析関数として求められ，その時間発展の中にも Zeeman 効果が確認でき
ることが示された．
　また，本論文で扱った (5) 式の 2 スピン系のハミルトニアン (5) は最も簡単
な系のものを選んだが，より複雑なスピン系を扱うためにはさらなる工夫が必
要であろう．例えば，レプリカ法や Sherrington と Kirkpatrick の平均場解 [17.19]
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を用いて，平衡系の自由エネルギーや秩序パラメータを調べる方法が知られて
いるが，これらの方法には，レプリカ対称性の破れ，エルゴード性の破れ，低
温領域での負のエントロピー等の問題が含まれている．一方，本論文で用いた
TFD に基づく方法はそれらの問題を含んでいないため，より複雑なスピン系
の量子エンタングルメントを扱うためのより適した方法として提案することが
できる．それを具体化するために，この方法により一般的なスピングラス模型
の量子エンタングルメントを解析してみることが今後の重要課題の一つとして
考えられる．
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